Dystrybuanta zmiennej losowej
Definicja Jeżeli X jest zmienną losową w przestrzeni probabilistycznej (OMEGA,Z,P), to funkcję Fx: R->R określoną wzorem
Fx(x)=P(X<x)=Px((-oo,x)), dla x należącego do R
nazywamy dystrybuantą zmiennej losowej X
Własności dystrybuanty
Twierdzenie Jeżeli X jest zmienną losową w przestrzeni probabilistycznej (OMEGA,Z,P), a funkcja Fx jest jej dystrybuantą, to
1. DLA KAŻDEGOx należącego do R: [0<=Fx(x)<=1];
2. DLA KAŻDEGO x1,x2 należących do R: [x1<x2 => Fx(x1)<=Fx(x2)];
3. DLA KAŻDEGO a należącego do R: {lim po (x->a-) Fx(x)=Fx(a)];
4. lim po(x->-oo)Fx(x)=0 oraz lim po (x->oo)Fx(x)=1
Przykład Rozważmy doświadczenie delta: rzut dwiema monetami. Niech X będzie liczbą wyrzuconych orłów.
Przyjmijmy oznaczenie:
omegak – doświadczenie delta zakończy się wyrzuceniem k orłów
Wówczas
OMEGA={omega0,omega1,omega2}
oraz
p(omega0)=p(omega2)=1/4 oraz p(omega1)=1/2
Mamy tutaj
OMEGAx={0.1.2}
oraz
{X=0}=0 oraz {X=1}=1 oraz {X=2}=2
skąd
px(0) = P(X=0)=p(omega0)=1/4
px(1) = P(X=1)=p(omega1)=1/2
px(2) = P(X=2)=p(omega2)=1/4
Wartości zmiennych losowych zaznaczamy na osi liczbowej umawiając się, że punkty o tych współrzędnych ważą tyle, ile wynoszą odpowiednie prawdopodobieństwa.
Fx(x)=
1. 0 dla x należącego do (-oo,0>
2. ¼ dla x należącego do (0,1>
3. ¾ dla x należącego do (1,2]
4. 1 dla x należącego do (2,oo)
Twierdzenie. Jeżeli Fx jest dystrybuantą dowolnej zmiennej losowej X, to
DLA KAŻDEGO (a,b należących do R && a<b) P(a<=X<b)=Px[(a,b)]=Fx(b)-Fx(a)
Twierdzenie. Jeżeli Fx jest dystrybuantą dowolnej zmiennej losowej X, to
DLA KAŻDEGO c należącego do R: P(X=c)=Px({c})=lim po(x->c+)Fx(x)-Fx(c)
Definicja Zmienną losową X, dla której istnieje funkcja fx: R->R, nieujemna, całkowalna i taka że dystrybuanta Dx wyraża się wzorem
Fx(x)= całka od –oo do x fx(t)dt
nazywamy ciąglą, a jej rozkład Px nazywamy rozkładem ciągłym. Funkcję fx nazywamy gęstością zmiennej losowej X, albo gęstością rozkładu Px.
Z faktu, że
lim po (x->oo)Fx(x)=1
wynika, że jeśli fx jest gęstością, to
całka od –oo do +oo fx(x)dx=1
Twierdzenie Jeżeli X jest zmienną losową ciągłą, to
DLA KAŻDEGO x należącego do R P(X=x)=0
Twierdzenie. Jeżeli X jest zmienną losową ciągłą o gęstości fx i A=(a,b), to
Px(A)= całka od a do b fx(x)dx
Definicja. Niech a,b należące do R i a<b. Rozkład którego gęstość jest funkcją f, gdzie
f(x)=
1. 1/(b-a) dla x należącego do (a,b),
2. 0 dla pozostałych x należących do R,
nazywamy rozkładem prostokątnym

Definicja. Rozkład , którego gęstość f jest określona na zbiorze R wzorem
f(x)=
1. 0, gdy x<=0
2. xe-x, gdy x>0
nazywamy rozkładem gamma.
Definicja. Rozkład, którego gęstość f jest określona na zbiorze R wzorem
f(x)=
1. 0 dla x<=0,
2. alfae-alfax dla x>0,
nazywamy rozkładem wykładniczym.
Definicja. Rozkład, którego gęstość f jest określona na zbiorze R wzorem
f(x)=1/PI * 1/(1+x2)
nazywamy rozkładem Cauchy’ego. Rozkład ten nie posiada wartości oczekiwanej.
Definicja. Niech ni,sigma należących do R, gdzie delta>0. Rozkład, którego gęstość jest funkcją f określoną wzorem
f(x)=1/(sigma*sqrt(2*PI))e^(x-mikro)2/(2*sigma2) (1)
nazywamy rozkładem normalnym Gaussa.
Zapis X:N(ni,sigma) oznacza, że zmienna losowa X ma rozkład określony funkcją zadaną wzorem (1)
Twierdzenie. Jeśli
X:N(ni,sigma),
oraz
Y=(X-ni)/sigma
to
Y:N(0,1)
Definicja. Funkcję FI określoną na zbiorze R wzorem
FI(x)=1/(sqrt(2*PI)) całka od –oo do x e^(-t2/2)dt
a więc dystrybuantę zmiennej losowej X:N(0,1), nazywa się funkcją Laplace’a


Definicja. Niech funkcja fx będzie gęstością ciągłej zmiennej losowej X. Wartością oczekiwaną takiej zmiennej losowej nazywamy liczbę
E(X)=całka od –oo do +oo xfx(x)dx
pod warunkiem, że całka po prawej stronie jest zbieżna bezwzględnie
Definicja. Niech funkcja fx będzie gęstością ciągłej zmiennej losowej X. Załóżmy, że istnieje E(X). Wariancją zmiennej losowej X nazywamy liczbę
D2(X)=całka od –oo do +oo [x-E(X)]2fx(x)dx
przy założeniu, że całka po prawej stronie jest zbieżna
Twierdzenie. Jeżeli X:N(ni, sigma), to E(X) = ni oraz D2(X)=sigma2
Prawo wielkich liczb Bernoulliego
Twierdzenie. Jeżeli Sn:b(n,u), to dla każdego EPSILON>0
lim po(n->oo) P(|1/(n)*Sn-u|<EPSILON)=1
Twierdzenie Poissona
Twierdzenie. Jeśli Sn:b(n,un) dla każdej naturalnej liczby n większej od 1, lim po (n->oo) un=0 oraz lim po n->oo)nun=HALF-LIFE>0, to
lim po (n->oo)P(Sn=k)=HLk/(k!)e-HL dla k=0,1,2,3,…
Przybliżenie Poissona
Niech Sn:b(n,u). Twierdzenie Poissona pozwala szacować wartości P(Sn=k), gdy n jest dostaczenie duże i u jest dostatecznie małe. Jest wtedy
P(Sn=k)==(nu)k/(k!)e-nu dla k=0,1,2,3,…,n
n=>50, u<1/10 oraz nu<=10
Twierdzenie Moivre’a-Laplace’a
Twierdzenie. Jeżeli Sn:b(n,u), to
lim po(n->oo) P(a<=(Sn-nu)/(sqrt(nu(1-u))<b)=1/(sqrt(2*PI)) całka od a do b c^(-x2/2)dx
Przybliżenie Moivra-lapplcaa
Twierdzenie Moivre’a-Laplace’a pozwala dla dostatecznie dużego n i dowolnego u(0<u<1) szacować prawdpodobieństwa zdarzeń związanych z rozkładem dwumianowym o parametrach n i u.
Przybliżenie moivra laplaca ma postać
P(a<=(Sm-nu)/(sqrt(nu(1-u)))<b)==FI(b)-FI(a)
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